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Àííîòàöèÿ: Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû, ëè-
íåéíûå ïî óïðàâëÿþùèì ïåðåìåííûì. Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ
ñèñòåìû çàäàíû â âèäå íåðàâåíñòâà äëÿ èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà èëè ñèñòåìîé
òàêèõ íåðàâåíñòâ, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ìíîæåñòâó.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â çà-
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå ñèñòå-
ìó íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåøåíèåì íåêîòîðîé
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ëîêàëüíûì ñëàáî ýôôåêòèâíûì ðåøåíèåì çàäà÷è
ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì) ïðè óñëîâèè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåàðèçîâàííîé ñè-
ñòåìû. Êðèòåðèÿìè ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå ôóíêöèîíàëû, çàäàþùèå îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Ãðåéâñà äëÿ íàêðûâàþùèõ îòîáðà-
æåíèé. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè óïðàâëåíèé, ïðèâîäÿùèõ íà
ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Âî
âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâ
äîñòèæèìîñòè ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, îñíîâàííûå íà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ íåðàâåíñòâàõ è ïðèíöèïå ñðàâíåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïèñàíèÿ ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â ôèêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè äëÿ íåëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ñîâìåñòíûìè èí-
òåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ. Äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿå-
ìûõ ñèñòåì ñ âûïóêëûìè êâàäðàòè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè
ïðè ôèêñèðîâàííîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ýëëèïñîèä,
ïàðàìåòðû êîòîðîãî äîïóñêàþò êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå [1]. Â ñëó÷àå íåëèíåéíîé
óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè, êàê ïðàâèëî, íå ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëûì, åãî îïèñàíèå è ïðèáëèæåííîå ïîñòðîåíèå ïðåäñòàâëÿåò áîëåå òðóäíóþ çàäà÷ó.
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Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè è
àëãîðèòìû èõ ïîñòðîåíèÿ èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [2�5]. Çäåñü èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êî-
ãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ôóíêöèîíàëàõ, çàäàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ, çàâèñèò íå
òîëüêî îò óïðàâëåíèÿ, íî è îò ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî óïðàâëå-
íèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñèñòåìó íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè, ÿâëÿþòñÿ ëîêàëü-
íûìè ðåøåíèÿìè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàê-
ñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äîñòàòî÷-
íî øèðîêî (ñì., íàïðèìåð, [6�9]). Âî âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå
âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, îñíîâàííûõ íà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðà-
âåíñòâàõ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè è ïðèíöèïå ñðàâíåíèÿ [10�13] ê ñèñòåìàì ñ èíòåãðàëü-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

2. Îïèñàíèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

(1) ẋ(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))u(t), t0 6 t 6 t1, x(t0) ∈ X0,

ãäå x ∈ Rn � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, u(t) ∈ Rr � óïðàâëåíèå, f1 : Rn+1 → Rn, f2 :
Rn+1 → Rn×r � íåïðåðûâíûå è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî x îòîáðàæåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé íà ïðîìåæó-
òîê [t0, t1], X0 � çàäàííîå ïîäìíîæåñòâî Rn. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè
f1 è f2 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x, à òàêæå óäîâëåòâîðÿþò, ñîîòâåòñòâåííî,
óñëîâèÿì ïîäëèíåéíîãî ðîñòà è îãðàíè÷åííîñòè:

‖ f1(t, x) ‖ 6 l1(t)(1+ ‖ x ‖), ‖ f2(t, x) ‖n×r 6 l2(t),

ãäå l1(·) ∈ L1, l2(·) ∈ L2. Äëÿ ëþáîãî óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ L2 íà ïðîìåæóòêå [t0, t1] ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííîå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðåøåíèå x(t) = x(t, x0, u(·)) óðàâíåíèÿ
(1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0.

Îáîçíà÷èì J(x(·), u(·)) =
∫ t1
t0

(
Q(t, x(t)) + u>(t)R(t, x(t))u(t)

)
dt, ãäå ôóíêöèÿQ(t, x) >

0 è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà R(t, x) íåïðåðûâíû íà [t0, t1] × Rn. Ïàðó
(x(·), u(·)), ãäå u(·) ∈ L2, à x(·) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
x(t0) ∈ X0, íàçîâåì äîïóñòèìûì óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì, åñëè J(x(·), u(·)) 6 µ2,
µ > 0 � çàäàííîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè G(t1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-
ñòâî âåêòîðîâ x(t1), îòâå÷àþùèõ âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì ïðîöåññàì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äîïóñòèìûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ (x̂(·), û(·)) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ x̂(t1) ∈ ∂G(t1), è ïóñòü ëèíåàðèçàöèÿ ñèñòåìû (1) âäîëü (x̂(·), û(·)) âïîëíå

óïðàâëÿåìà. Òîãäà (x̂(·), û(·)) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì â ïðîñòðàíñòâå C×L2 ðåøåíèåì

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

(2) J(x(·), u(·))→ min, x(t0) ∈ X0, x(t1) = x1, u(·) ∈ L2,

ãäå x1 = x̂(t1), ïðè ýòîì J(x̂(·), û(·)) = µ2.

Îïèøåì êðàòêî ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (x̂(·), û(·)) íå ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, òîãäà äëÿ êàæäîãî p ∈ N íàéäåòñÿ óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé òåðìèíàëüíûì óñëîâèÿì ïðîöåññ (xp(·), up(·)), òàêîé ÷òî ‖ û(·)− up(·) ‖L2

< 1
p
,
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‖ x̂(·)− xp(·) ‖C <
1
p
, è J(xp(·), up(·)) < µ2. Âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè up(·) → û(·)

â L2, p → ∞, xp(t0) ∈ X0, xp(t0) → x̂(t0), òàêèå ÷òî J̄ = J(xp(·), up(·)) < µ2. Ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì p̄ ëèíåàðèçîâàííàÿ â îêðåñòíîñòè (xp̄(t), up̄(t)) ñèñòåìà âïîëíå
óïðàâëÿåìà íà [t0, t1]. Ïîëîæèì δ = µ2 − J̄ . Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà J ïîëó-
÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 èç íåðàâåíñòâà ‖ v(·)− up̄(·) ‖L2

< ε, v(·) ∈ L2

ñëåäóåò |J(z(·), v(·)) − J(xp̄(·), up̄(·))| < δ/2, ãäå z(t) òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (1), ïîðîæ-
äàåìàÿ óïðàâëåíèåì v(·) è íà÷àëüíûì âåêòîðîì z(t0) = xp̄(t0) ∈ X0. Òàêèì îáðàçîì,
J(z(·), v(·)) < J(xp̄(·), up̄(·)) + δ/2 < µ − δ/2. Èç óïðàâëÿåìîñòè ëèíåàðèçîâàííîé
ñèñòåìû ñëåäóåò (ñì., íàïðèìåð, [2]), ÷òî ImF ′(up̄(·)) = Rn, ãäå F � îòîáðàæå-
íèå èç L2 â Rn, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì F (u(·)) = x(t1, xp̄(t0), u(·)). Èç òåîðåìû
Ëþñòåðíèêà-Ãðåéâñà [14] ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå s > 0, òàêîãî ÷òî äëÿ äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ 0 < r < ε îáðàç øàðà B(up̄(·), r) ñîäåðæèò øàð ðàäèóñà sr ñ öåíòðîì
1 = F (up̄(·)): B(y1, sr) ⊂ F (B(up̄(·), r)). Îòñþäà ïîëó÷àåì

B(y1, sr) ⊂ Z(t1) := {x(t1, xp̄(t0), v(·)) : ‖ v(·)− up̄(·) ‖L2
< ε}.

Òàê êàê J(x(t1, xp̄(t0), v(·)), v(·)) < µ, òî B(y1, sr) ⊂ G(t1) â ïðîòèâîðå÷èå ñ äîïóùå-
íèåì.

Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2) èìåþòñÿ òåðìèíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
òðàåêòîðèþ, íî íåò îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëîêàëüíûé ýêñòðå-
ìóì â ïðîñòðàíñòâå L2 äîïóñêàåò èãîëü÷àòûå âàðèàöèè óïðàâëåíèÿ, íåòðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå òðàåêòîðèþ íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â
ïðèíöèïå ìàêñèìóìà çàâèñÿò îò âèäà ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ X0, çàìåòèì,
÷òî ôîðìóëèðîâêà ïðèâåäåííîé òåîðåìû íå ïðåäïîëàãàåò êàêèõ ëèáî óñëîâèé äëÿ
X0. Ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó ÷èñëåííûõ
àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè (ñì. [15�17])

3. Ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ è âíåøíèå îöåíêè

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó (1) ïðè óñëîâèè, ÷òî f1, f2 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè òîëüêî îò x, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ôèêñèðîâàíî X0 = {x0}, t0 = 0, à
èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå èìååò âèä∫ t1

0

‖u(t)‖2dt 6 µ2, µ > 0.

Ïóñòü èçâåñòíî ìíîæåñòâî D ⊂ Rn (àïðèîðíàÿ îöåíêà), êîòîðîå ñîäåðæèò òî÷êè
âñåõ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ è è
èíòåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ íà óïðàâëåíèå. Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìóþ ôóíêöèþ v(x) íà D, òàêóþ ÷òî v(x0) = 0.

Ïðåäïîëîæåíèå.Ïóñòü íà ìíîæåñòâåD âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà∇v(x)f1(x) 6
−αv(x) è ‖∇v(x)f2(x)‖2 6 β2v(x). Çäåñü α è β > 0 çàäàííûå êîíñòàíòû, ÷åðåç ∇v(x)
îáîçíà÷åí ãðàäèåíò ôóíêöèè v.

Çàìåòèì, ÷òî èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò íåîòðèöàòåëüíîñòü v(x).
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Äèôôåðåíöèðóÿ v(x(t)) âäîëü äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè x(t) ïîëó÷èì

v̇(x(t)) = ∇v(x) (f1(x) + f2(x)u) = ∇v(x)f1(x) +∇v(x)f2(x)u,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

v(x(t)) =

∫ t

0

∇v(x(s))f1(x(s))ds+

∫ t

0

∇v(x(s))f2(x(s))u(s)ds,

v(x(t)) 6 −α
∫ t

0

v(x(s))ds+

(∫ t

0

‖u(s)‖2ds

)1/2(∫ t

0

‖∇v(x(s))f2(x(s))‖2ds

)1/2

,

v(x(t)) 6 −α
∫ t

0

v(x(s))ds+ µβ

(∫ t

0

v(x(s))ds

)1/2

.

Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ýêâèâàëåíòíà íåðàâåíñòâó

ḟ(t) 6 −αf(t) + µβ · f(t)1/2,

åñëè îáîçíà÷èòü f(t) =
∫ t

0
v(x(s))ds.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó íåðàâåíñòâó óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿ

ẇ = −αw + µβ · w1/2

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì w(0) = f(0) = 0.
Åñëè α = 0, òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

w̄(t)1/2 = µβ
2
t, t ∈ [0, t1]. Èç òåîðåì ñðàâíåíèÿ [18] ïîëó÷àåì ïðè t ∈ [0, t1] íåðàâåí-

ñòâî f(t) 6 w̄(t). Â òàêîì ñëó÷àå v(x(t)) 6 ψ(t) = µ2β2

2
t.

Ïðè α > 0 ñäåëàåì çàìåíó y = w1/2 â óðàâíåíèè ñðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê
ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

ẏ = −α
2
y + µβ, y(0) = w(0)1/2 = 0.

Ôîðìóëà äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ðåøåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

w̄(t)1/2 =
2µβ

α

(
1− exp(−α

2
t)
)
, t ∈ [0, t1].

Ó÷èòûâàÿ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

v(x(t)) 6 −αf(t) + µβ · f(t)1/2 6 µβ · f(t)1/2,

ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì (α = 0) ïîëó÷àåì, ÷òî

v(x(t)) 6 ψ(t) =
2µ2β2

α

(
1− exp(−α

2
t)
)
.

Ïîñëåäíþþ îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü, åñëè â êà÷åñòâå ψ(t) âçÿòü

ψ(t) = max
06f6w̄(t)

{−αf + µβf
1
2}.

Âû÷èñëÿÿ ìàêñèìóì, ïîëó÷èì, ÷òî ψ(t) = µ2β2/4α, åñëè µ2β2/4α2 6 w̄(t) è ψ(t) =
−αw̄(t) + µβw̄(t)

1
2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì îöåíêó ñâåðõó äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âèäà

G(t1) ⊂ {x ∈ Rn : v(x) 6 ψ(t1)},

ãäå ôóíêöèÿ ψ(t) îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé èç ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóë.
Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðÿäà ïðèìå-

ðîâ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-

äîâàíèé (16-29-04191-îôè-ì).
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